г. Мурманск

 
        12.04.2014г.
  


    лицей №4

Открытая олимпиада по математике 

 “Кубок Андреева”.
РЕШЕНИЯ
6 класс

1)  Можно ли все натуральные числа от 1 до 11 выписать в строку так, чтобы разность любых двух соседних (из большего вычитается меньшее) была равна либо 2, либо 3?
Ответ: да, можно. Достаточно привести пример: 1 3 5 2 4 6 9 7 10 8 11 и убедиться, что требования выполняются.  
2)  Волшебным считается момент, в который число минут на электронных часах совпадает с числом часов. Чтобы сварить волшебное зелье, его надо и поставить на огонь, и снять с огня в волшебные моменты. А чтобы оно получилось вкусным, его надо варить от полутора до двух часов. Сколько времени варится вкусное волшебное зелье? 

Ответ: 1 час 38 минут.
Решение:  Число часов на электронных часах равно числу минут 24 раза в сутки:  00:00, 01:01, 02:02, ..., 21:21, 22:22, 23:23.  Если мы находимся в пределах одних суток, то разница между этими числами равна либо 1 часу 1 минуте, либо 2 часам 2 минутам и так далее. То есть, если зелье варится без перехода через полночь, то оно не может быть вкусным. При переходе через полночь можно двумя способами получить разницу времени от полутора до двух часов: начать в 22:22 и закончить в 00:00 или начать в 23:23 и закончить в 01:01. В обоих случаях зелье нужно варить 1 час 38 минут.
3)  Петя выписал все слова (не обязательно осмысленные), которые получаются вычеркиванием ровно двух букв из слова ИНТЕГРИРОВАНИЕ, а Маша сделала то же самое со словом СУПЕРКОМПЬЮТЕР. У кого получилось больше слов?

Ответ: у Маши.
Решение: В данных словах одинаковое количество букв (по 14), поэтому вычеркнуть две буквы из каждого их них можно одинаковым количеством способов. Заметим, что при вычеркивании двух букв из слова СУПЕРКОМПЬЮТЕР все полученные слова будут различны, а при вычеркивании букв РИ и ИР из слова ИНТЕГРИРОВАНИЕ получается одно и то же слово ИНТЕГРОВАНИЕ. Поэтому, у Маши получится на одно слово больше.

4) Расставив ПЯТЬ знаков "плюс", получите верное равенство в следующем примере:

       1  2  3  4  5  =  5  4  3  2  1

 Порядок цифр нарушать нельзя!
Решение: выполнить данное задание можно несколькими способами:

12+3+45=54+3+2+1 или 12+34+5=5+43+2+1

Для получения максимального балла достаточно привести хотя бы один.
5) На клетчатой бумаге отмечены четыре узла сетки, образующие квадрат со стороной 4 клетки. Отметьте ещё два узла и соедините их замкнутой ломаной так, чтобы получился шестиугольник (не обязательно выпуклый) площади 6 клеток.
Решение: два варианта решения изображены на рисунке
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Достаточно убедиться, что отрезанные от квадрата площади 16 треугольники имеют площади 6 и 4 клетки.
РЕШЕНИЯ

7 класс

1)  Замените буквы цифрами в ребусе  Г + О=Л – О=В × О=Л – О=М – К=А  так, чтобы все равенства стали верными; при этом одинаковым буквам должны соответствовать одинаковые цифры, а различным – различные. Найдите все решения ребуса.
Ответ: 4 + 2 = 8 – 2 = 3×2 = 8 – 2 = 7 – 1 = 6.

Решение: Поскольку различным буквам соответствуют различные цифры, то из равенства В×О=А следует, что ни В, ни О не равны 1. Следовательно, А – однозначное составное число, которое можно разложить на два различных множителя. Следовательно, А=6 или А=8. Если  А = 8, то Л не меньше десяти (т.к. Л – О=А, а О>1), что невозможно. Итак, А = 6. 
Осталось рассмотреть два случая. 
а) В = 2, О = 3. Тогда Г также равно 3, что невозможно.
б) В = 3, О = 2. Тогда Л = 8, Г = 4, М = 7, К = 1.

2) Осенью Петя шёл в школу и первую четверть пути прошёл со своей обычной скоростью. В городе был гололёд, поэтому следующую четверть пути он прошёл со скоростью, вдвое меньшей обычной, следующую - со скоростью, втрое меньшей обычной, а последнюю – со скоростью, вчетверо меньшей обычной. Во сколько раз больше Петя потратил времени на путь в школу, чем обычно?
Ответ: в 2,5 раза.
Решение: Обозначим за х время, за которое Петя проходит четверть пути от дома до школы. Тогда время, за которое он пройдёт весь путь, равно 4х.  

По льду он потратит времени х + 2х + 3х + 4х = 10х.

[image: image8.png]


Отношение              

показывает, во сколько раз больше Петя потратил времени на «скользкий» путь. 

3) Назовём пятизначное число неразложимым, если оно не раскладывается в произведение двух трёхзначных чисел. Какое наибольшее количество неразложимых пятизначных чисел может идти подряд?
Ответ: 99 чисел.

Решение: Самое маленькое число, представимое в виде произведения двух трёхзначных чисел, это 100·100 = 10000. Следующее такое число: 100·101 = 10100, поэтому числа 10001, 10002, ..., 10099 – неразложимые. Таким образом, указано 99 идущих подряд неразложимых пятизначных чисел. Больше, чем 99 неразложимых чисел идти подряд не может, т.к. каждое сотое пятизначное число оканчивается на два нуля, а значит, его можно представить в виде произведения трёхзначного числа на 100.

4) На Луне имеют хождение монеты достоинством в 1, 15 и 50 фертингов. Незнайка отдал за покупку несколько монет и получил сдачу на одну монету больше. Какую наименьшую сумму могла стоить покупка? Приведите пример.

Ответ: 6 фертингов.

Решение: Например, купив нечто за 6 фертингов,  Незнайка отдал две монеты  50+1 и получил на сдачу три монеты по 15 фертингов. Заметим, что все имеющиеся монеты имеют остаток 1 при делении на 7. Следовательно стоимость покупки должна давать остаток 6 при делении на 7.
5) На рисунке можно найти 9 прямоугольников. Известно, что у каждого из них длина и ширина – целые. Сколько прямоугольников из этих девяти могут иметь нечётную площадь?


Ответ: Либо ни одного, либо четыре.

Решение: Заметим, что если отрезок разбит на два отрезка c целыми длинами, то возможны два случая: либо все три отрезка имеют чётную длину, либо два отрезка имеют нечётную длину и один – чётную. Если хотя бы по одному из измерений прямоугольника все отрезки – чётной длины, то и все площади чётные. Если же по обеим сторонам есть по два отрезка нечётной длины, то всего будет 2×2 = 4 нечётные площади.

РЕШЕНИЯ

8 класс

1) Будем говорить, что число A дружит с парой чисел B и С, если A+B делится на С и A+C делится на B. Назовём тройку различных натуральных чисел дружной, если каждое число из тройки дружит с парой оставшихся. Правда ли, что дружных троек бесконечно много?
Ответ: правда.

Решение: Легко убедиться, что тройка чисел (1,2,3) является дружной. 


Для этого проверим по определению, что 1 дружит с парой (2;3), 2 дружит с парой (1;3), а 3 дружит с парой (1;2). Тогда очевидно, что любая тройка кратная данной также является дружной, т.е. все тройки вида (х, 2х, 3х), где х - натуральное число, являются дружными.

2) К кабинке канатной дороги, ведущей на гору, подошли четыре человека, которые весят 50, 60, 70 и 90 кг. Смотрителя нет, а в автоматическом режиме кабинка ездит туда-сюда только с грузом от 100 до 250 кг (в частности, пустой она не ездит), при условии, что пассажиров можно рассадить на две скамьи так, чтобы веса на скамьях отличались не более, чем на 25 кг. Каким образом все они смогут подняться на гору?
Решение: Будем обозначать людей числами, соответствующими их весу. Тогда возможен следующий алгоритм действий:
1) вверх едут 50 + 60 и 90;
2) вниз едут 50 и 60;
3) вверх едут 60 и 70;
4) вниз едут 70 и 90;
5) вверх едут 50 и 70;
6) вниз едут 50 и 60;
7) вверх едут 50 + 60 и 90.

Замечание
Из условия следует, что втроём могут ехать только 50, 60 и 90. А спускаться должны не менее чем двое. Значит, и первый и последний подъёмы должны совершить 50, 60 и 90.

3) В равенстве  ТИХО + ТИГР = СПИТ замените одинаковые буквы одинаковыми цифрами, а разные буквы – разными цифрами так, чтобы ТИГР был бы как можно меньше (нулей среди цифр нет). 
Ответ: 1386 + 1345 = 2731.

Решение: Чтобы ТИГР был как можно меньше, нужно сначала сделать как можно меньше цифру Т, потом – цифру И, потом – цифру Г, а потом – Р.  Попробуем взять Т = 1. Тогда С – это 2 или 3. Но если С = 3,  то И не меньше, чем 5, а если С = 2, то можно взять И = 3. Возьмём Г = 4, Р = 5 (в этом случае ТИГР – минимальный) и попробуем подобрать оставшиеся цифры. Из равенства 13ХО + 1345 = 2П31  получим, что О = 6, Х = 8, П = 7.

4) Пусть на плоскости отмечено несколько точек. Назовём прямую нечестной, если она проходит ровно через три отмеченные точки и по разные стороны от неё отмеченных точек не поровну. Можно ли отметить 7 точек и провести для них 5 нечестных прямых?
Ответ: да, можно.
Решение: см. рисунок

5) В начале года в 8 классе учились 25 человек. После того как туда пришли семеро новеньких, количество отличников увеличилось на 10 процентов. 
Сколько теперь отличников в классе?

Ответ: теперь отличников стало 16.

Решение1: 
Пусть в классе было x отличников, а пришло еще y отличников. Из условия следует равенство:  (x+y)/32 – x/25 = 0,1. Избавившись от знаменателей, получим:  25y – 7x = 80. Следовательно, 7x = 5(5y – 16). Отсюда видно, что 
5y – 16 делится на 7. Поэтому на 7 делится и (5y – 16) + 21 = 5(у + 1). Значит, 
у + 1 кратно 7. Так как у ≤ 7, то y = 6. Таким образом, x = 10, а отличников стало 16.

Решение2:
Когда в классе было 25 человек, один  человек составлял 4% класса. Значит, «бывший» процент отличников класса - число, кратное 4. С приходом  новичков в классе стало 32 человека, процент отличников вырос на 10, и стал равен натуральному числу 10 + 4к, где к – целое неотрицательное число.

Теперь один человек составляет 
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 класса, значит, чтобы число процентов было натуральным, необходимо, чтобы количество отличников было больше 0 и кратно 8.

Таких чисел (
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8 человек составляют 
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16 человек составляют 
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24 человека составляют 
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Все 32 человека не удовлетворяют условию – тогда и до прихода новичков и после него в классе 100% отличников.

Итак, подходит только один вариант - 16 человек.
� EMBED Equation.3  ���
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